11/1 | Grenzverhalten von Funktionen

11/2 | Symmetrie von Funktionsgraphen

Gib jeweils das Verhalten der Funktion im
Unendlichen an, also fiur x - +coundx — —oo.

a) fixe»2-3%
b) f:x~ 2x°>—3x2-10

o fixm (3)

d) f:x » cos(2x) Cjust@u%
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Untersuche jeweils rechnerisch den
Funktionsgraphen auf Symmetrie zur y-Achse
und zum Koordinatenursprung.

3x—7x3

a) g.x - —;;IE— nﬂt[&,==ﬂ§

b) f:x = 7x* —cos(5x) + 1 mitD; = R
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11/3 | Anderungen am Funktionsterm |

11/4 \ Anderungen am Funktionsterm Il

Gegeben ist die Funktion f und ihr Graph Gy.
Beschreibe, wie der Graph der Funktion g aus dem
Graphen von f hervorgeht, wenn gilt:

gx)=a-f(b-(x+c)+d
mit a,b € R\{0} und c¢,d € R.

Beachte dabei das Vorzeichen von a und b S,
sowie die Reihenfolge. (ust|
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Gegeben ist der Graph G, der Funktion f:x = 0,25x* — 2x?
\Am Graphen G, und G,
d S L aus Gy hervor-
- gehen und geben
Sie jeweils den zu-

gehorigen Funk-
tionsterm an.

/ Beschreibe, wie die
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11/5 | Anderungen am Funktionsterm Il

11/6 | Stetigkeit

Beschreibe wie der Graph der Funktion
g:x — 47*73 + 1 aus dem Graphen der
Funktion f:x = 4* hervorgeht.
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Gegeben ist die Funktion

f_x'_){x+2 firx <1
' —(x—1)?%firx>1

a) Skizziere den Graphen von f fur
—2 < x < 2 in ein Koordinatensystem.
b) Begriinde, an welcher Stelle die

Funktion nicht stetig ist. LS
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11/7 | Gebrochen-rationale Funktionen |

11/8 | Gebrochen-rationale Funktionen Il

Gegeben ist die Funktion f. Bestimme
jeweils die maximale Definitionsmenge und

alle Nullstellen.

1
x2-2

a) fixwe +1

x2—-4,5x+2
x2+1

b) fix e
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Beschreibe, wie das Verhalten im Unendlichen
von einer gebrochen-rationalen Funktion f mit

f(x) = % vom Grad z des Zahlerpolynoms

p(x) und vom Grad n des Nennerpolynoms
q(x) abhangt.
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Losung 11/2:

_3(=0)-7(-x)% _ -3x+7x3 _ _ 3x-7x3
a) g(_x) T (=x)2+2 T ox242 x242
=—g(x)

G, ist also punktsymmetrisch zum Ursprung.

b) f(—x) =7(=x)* —cos(5-(—x)) +1=
= 7x* — cos(5x) + 1 = f(x)
Gy ist also achsensymmetrisch zur y-Achse.

Losung 11/4:
Der Graph G, geht aus G hervor durch:

- Streckung mit dem Faktor 0,5 in y-Richtung
- Spiegelung an der x-Achse

- Streckung mit dem Faktor 0,5 in x-Richtung
- Verschiebung um 2 LE nach rechts

fa(x) = =05 f(2(x - 2))
Der Graph G geht aus G¢ hervor durch:

- Streckung mit dem Faktor 2 in x-Richtung
- Verschiebung um 1 LE nach oben

fe(x) = f(0,5x) + 1

Losung 11/6:
Da }Ci_rgf(x) =3#0= Jlci_r)r}f(x),

< >
ist die Funktion bei

y
3
x = 1 nicht stetig. /
-2 -1 0 1 < 2
=1

Lésung 11/8:

Fall1:z<n

liT f(x) = 0; waagerechte Asymptote mit der
X—-x

Gleichung y = 0 (x-Achse).
Fall2:z=n
liT f(x) = k; waagerechte Asymptote mit der
x—-+too
Gleichung y = kund k # 0. (vgl. Karte 11/9 b)
Fall 3: z = n+1

f divergiert im Unendlichen und der Graph besitzt
eine schrage Asymptote.

Fall 4: z > n+1 f divergiert im Unendlichen und der
Graph besitzt keine lineare Asymptote.

Losung 11/1:

a) lim 2—-3*=—o0; lim 2-3*=2;

X—>+ 00 X——00

b) lim 2x° —3x% — 10 = +oo;

X—>+00
Aim 2x° = 3x? ~10 = —
o) Jtim () =0 tim ()" = +e=

d) Die Funktion divergiert.

Losung 11/3:

a bewirkt eine Streckung mit dem Faktor |a| in y-
Richtung. Ist a < 0, erfolgt zusétzlich eine
Spiegelung an der x-Achse.

b bewirkt eine Streckung in x-Richtung mit dem

Faktor ﬁ. Ist b < 0, erfolgt zusatzlich eine

Spiegelung an der y-Achse.

¢ bewirkt eine Verschiebung in x-Richtung um |c|
nach links (¢ > 0) bzw. nach rechts (¢ < 0).

d bewirkt eine Verschiebung in y-Richtung um |d|
nach oben (d > 0) bzw. nach unten (d < 0).
Reihenfolge: Strecken, Spiegeln, Verschieben
beider Formy=a-f(b-(x+¢))+d

Loésung 11/5:
g) =473 +1 =404 41

Der Graph von f wird zunachst an der y-
Achse gespiegelt. Danach muss er um 3 LE
nach links und um 1LE nach oben
verschoben werden.

Losung 11/7:
a) x2-2=0ox*=2
X1 = \/i; Xy = _‘/E; = Dmax = R\{_‘/i: \/E}

1

Nullstellen: e +1=0 & == -1
©l=-x+2 ©x%=
= xl = _1, xz = 1

b) Dpex =R, dax?+1>0
Nullstellen: x> —4,5x+2 =0

_ 45+/(-45)2-412 _ 4,5+35
X1,2 = 2 =

>x;=4; x,=05




11/9 | Gebrochen-rationale Funktionen Il 11/10 | Gebrochen-rationale Funktionen IV

Gib jeweils das Verhalten im Unendlichen der

Funktion f an und begrinde deine Antwort. Gegeben ist die Funktion f:x 4x2+13x+1 mit

x+3
a) flx) =2 Dy = R\{-3}.
x%+3 Zeige, dass sich der Funktionsterm f(x) in der
b) f(x) = —3x2 42241 Form f(x) =4x+ 1 — ﬁ schreiben lasst und
C 6x?-4 gib alle Asymptoten des Graphen von f an.
c) f(x) =5——

11/11 | Umgebung von Polstellen 1112 \ Schnittpunkte von Graphen

Gib das Verhalten von f in der Umgebung der
Definitionslicken und die Art der Polstellen an.

Gegeben sind die Funktionen f und g mit:
Gib die Gleichungen aller Asymptoten an.

3x%2-7 1,5x2+3x
fl) = 2x—14 und g(x) = x—5

a) f(x) =22 Gib jeweils die maximale Definitionsmenge
x—11 an und bestimme den Schnittpunkt der
b) f(x) = (Zi—;)z Graphen von f und g.

11/13 | Baumdiagramm

Wie berechnet man eine bedingte

- . . In einem Betrieb sind 60% Manner beschaftigt. Zehn
Wahrsc?helnllchkelt? Beschrifte das Prozent der Betriebsangehdrigen sind Raucher.
Baumdiagramm. 15% der weiblichen Betriebsangehérigen sind
Raucher.

B a) Berechne den Anteil der weiblichen Raucher un-
A < ter den Betriebsangehdrigen.

b) Bestimme, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
beliebig herausgegriffener Betriebsangehdriger
B a) weiblich ist, wenn sie raucht.
_ < B) mannlich ist, wenn er raucht.
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11/14 | Bedingte Wahrscheinlichkeit
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y) Raucher ist, falls er mannlich ist. @ \:
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11/15 | Stochastische Unabhingigkeit 11/16 | Begriffe fiir Wahrscheinlichkeiten

In einer Lostrommel sind 80% der Lose

Nieten, 40% sind rot gefarbt und 5% sind Bei einem zusammengesetzten
rot und keine Nieten. Ein Los wird Zufallsexperiment sind A und B zwei Ereignisse.
gezogen. Erklare jeweils die Wahrscheinlichkeit (WSK):
a) Erstelle die zugehdrige Vierfeldertafel. P(A) ist die WSK fir ...
b) Untersuche, ob die Ereignisse N und R P(ANnB) ist die WSK fir ...
stochastisch unabhangig sind. P(AuUB) ist die WSK fur ...
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Losung 11/10:

2 (4x+1)-(x+3)—2

=4x+1— =

f() X+ x+3 x+3
_4x2+12x+x+3—2_4x2+13x+1
- x+ 3 N x+3

schrage Asymptote mit der Gleichung y = 4x + 1
senkrechte Asymptote mit der Gleichung x = —3

Losung 11/12:
Dy = R\{7} und D; = R\{5}

3x2—7 1,5x%+3x
2x—14 x-5
(3x%2—=7)-(x—5) = (1,5x% + 3x) - (2x — 14)
3x3 — 15x% — 7x + 35 = 3x3 — 21x? + 6x% — 42x
—7x + 35 =—42x
35 = —35x
x=-1
f(—1) = 0,25 = Schnittpunkt (—1]0,25)

Losung 11/14:

R:, rauchender Betriebsangehoriger
W', weiblicher Betriebsangehoriger

a) P(WNR) = P(W)-Py(R) =04-015 =

0.06 = 6%
P(WNR 0.06
b)) PalW) = Z ) = 57 = 0%
3) Pr(M)=1—Pgp(W)=1-60% = 40%
P(MNR 0.04
") PM(R)—(P(iM)) 0% 6%

Losung 11/16:

P(A) ist die WSK daflr, dass das Ereignis A
eintritt.

P(ANB) ist die WSK dafur, dass die
Ereignisse A und B eintreten.

P(AUB) ist die WSK dafur, dass das
Ereignis A oder B eintritt.

(Unterscheide das ,oder” und das ,entweder
oder*.)

Losung 11/9:

a) lim ,jx = 0,dader Gradz=1des

x—+o0 X +3

Zahlerpolynoms kleiner als der Grad n = 2 des

Nennerpolynoms ist.

—3x2 —

b) i i —0,5, da der Grad z=2
x—)ioo 6x2—4 6
des Zahlerpolynoms mit dem Grad n=2 des

Nennerpolynoms libereinstimmt.

. 3 —
C) xl_l)rinooxz_l—z = -2

da lim —
x—to0 x°—1

= 0 wegenz<n.

Losung 11/11:

4x—-5 . 4x—5
) m

= Polstelle mit Vorzeichenwechsel
senkrechte Asymptote: x = 1
waagerechte Asymptote: y = 4

6x+1 . 6x+1

i = —o00; im =
x==2 (x+2)2 T x5=2(x42)? ’
< >

b)

= Polstelle ohne Vorzeichenwechsel
senkrechte Asymptote: x = -2
waagerechte Asymptote: y = 0

Losung 11/13:
P(ANB)
P(‘/l\

Berechnung: P,(B) =

) P,(B- B P(ANB)
A

?(3]\ B P(ANnB)

Pz(B)_ B p(AnB)

P(A) A _

P (B) B P(ANB)

Losung 11/15:

R | R
N | 035|045 080

=|

0,05 | 0,15 | 0,20

0,40 | 0,60 1

P(NNR) =045
P(N)-P(R) =0,80-0,60 = 0,48
Die Ereignisse sind stochastisch abhangig,
da 0,45 # 0,48 gilt.



11/17 | Mittlere Anderungsrate

11/18 | Lokale Anderungsrate

a) Bestimme anhand des .
Graphen der

Funktion f die mittlere

Anderungsrate bzw. I
den Wert des Z
Differenzenquotienten im Intervall [-2; -1].

b) Gib die graphische Bedeutung der

mittleren Anderungsrate aus a) an.

Beschreibe, wie man graphisch den
Wert des Differentialquotienten
(oder lokale/momentane
Anderungsrate) einer Funktion f an
der Stelle xp bestimmt.

11/19 | Differenzierbarkeit

11/20 \ Graph der Ableitungsfunktion

Zeichne den Graphen einer in R definierten
Funktion, die an der Stelle x = 2 nicht
differenzierbar aber stetig ist.

Der Graph der ersten Gy 2
Ableitung f' einer Funktion
f ist gegeben. Begriinde /
jeweils, ob die Aussage x
wahr oder falsch ist.
a) Der Graph von f istim Intervall [0; 1]streng
monoton steigend.
b) Der Graph von f besitzt bei x = 2 einen
Tiefpunkt.

c) Der Graph von f ist im Intervall
[—2;—1,5] linksgekrimmit.

-2 - 0

11/21 | Ableitungsfunktion

11/22 | Kriimmung

Bestimme jeweils den Term der ersten
Ableitung der Funktion f.

a) f(x)=x*-2

b) f(x) =3x3—4x+5

) f(x) =(x+2)°

Beschreibe, wie man mit Hilfe der zweiten
Ableitung eine Aussage Uber die Krimmung
des Graphen machen kann.

11/23 | Extrempunkte

11/24 | Gleichung der Tangente

Berechnen Sie Lage und Art aller

Extrempunkte der Funktion

1 3
fix - ——=x3-0,5x% —>x.
12 4

Bestimme rechnerisch die Gleichung der
Tangente an den Graphen der Funktion
fix v x3 = 3x% + 4im Punkt P(1|£(1)) und
die Grolde des Steigungswinkels der

Tangente.




Tangente an den Punkt
Steigung der Tangente ist

Differentialquotienten. by

Losung 11/18:

Man zeichnet die
P(xpl|f(xp)) ein. Die

der Wert des

Lésung 11/20:

a) Wabhr, da f'(x) > 0fir alle x € [0;1].
b) Falsch, da der Graph von f’ dort keine

c)

(1)

Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von — nach
+ besitzt. Es liegt also ein Tiefpunkt vor.
Falsch, da der Graph von f' im Intervall
[—2;—1,5] streng monoton fallend ist und der
Graph von f damit rechtsgekrimmt ist.

Losung 11/22:

Wenn f"'(x) < 0 fiir alle x in einem
Intervall I gilt, dann ist dort der Graph von
f rechtsgekrimmt.

Wenn f"'(x) > 0 fiir alle x in einem
Intervall I gilt, dann ist dort der Graph von
f linksgekrimmt.

Losung 11/24:
Steigung der Tangente:
fl(x)=3x*—6x= f'(1) =-3
= y=-3x+t

(2) Koordinaten von P einsetzen:

f)=2
=2=-3-1+t
= t=5

(3) Gleichung der Tangente:

y=-3x+5

(4) Steigungswinkel: m =tana = —3

= a = —72°

Losung 11/17:

fD-f(=2) _ 2-0
—1-(-2)

a) =2

T o142

b) Steigung der Sekanten durch die
Punkte (—2|f(—2)) und (-1|f(-1)).

Losung 11/19:

individuelle Lésung, z.B.

]

2

-1

Losung 11/21:

a) f'(x) = 4x3

b) f'(x) =9x?—4

c) f)=(x+2)?2 =x*>+4x+4
fl(x) =2x+4

Losung 11/23:

Lage der Extrempunkte:

1 3
"X)=—x2—-x—==0
fl@=-gat—x—7
_ 1+/(-1)2-4-(-0,25)-(-0,75) __ 10,5
2 = —0,5 T —os
>x=-3; x,=-1

= f(=3)=0und f(-1) =+
Art der Extrempunkte:
f"(x)=-05x—-1
f"(-3)=0,5>0 = Tiefpunkt (—3|0)

f"(-1) =-0,5 < 0 = Hochpunkt (—1|§)



11/25 | Monotonieintervalle

11/26 \ Wendepunkt

Gegeben ist die Funktion
fixe —%x“ —0,5x3.
Bestimme rechnerisch die Intervalle, in denen

die Funktion f streng monoton zunehmend bzw.

streng monoton abnehmend ist.
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Gegeben ist die Funktionenschar
fr:x > 0,5x3 —kx?+2mitk € R.
a) Berechne die Koordinaten des
Wendepunkts in Abhangigkeit von k.
b) Bestimme, flr welchen Wert von k der

Wendepunkt ein Terrassenpunkt ist.

AIEB,,
= G
N

5
5y
Fsnan”

ST

2

11/27 | Anwendungsaufgabe

11/28 \ Newton-Verfahren

Ein Muldenkipper soll im !

Steinbruch einen Hang

hinauffahren. Das

Hohenprofil des Hangs .
beschreibt der Graph der 7 T T T T EE

Funktion f:x —ﬁxz - (x — 30) fiir x € [0; 20].

Der Muldenkipper kann maximal eine Steigung von
28% bewaltigen. Uberprife rechnerisch, ob der

Ein Naherungswert fur die \
Nullstelle der Funktion Gy
gix —%x3 +1,5x — 3
soll ermittelt werden.
a) Fuhre dazu zwei
Schritte des Newton-Verfahrens mit dem
Startwert x, = —3,5 durch.
b) Begriinde mit der Abbildung, warum x = —2

Muldenkipper den Hang befahren darf. _ @; als Startwert nicht geeignet ist. _ az
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Losung 11/26:

a) fr(x) = 1,5x% — 2kx
v () =3x—-2k=10
2

k
Wendepunkt: (gk |2 — %k3)
b) Der Wendepunkt ist ein Terrassenpunkt, wenn
zusatzlich gilt: f;(xyp) =0

(Ck) =15 (Gk) -2k 2= -Lic
fe(zk) =153 37 3

Losung 11/28:

_ 9x0)
g'(x0)

—%xg +1,5x0 — 3

a) X1 = Xp

X1 = Xg —

- %xé +1,5

439
X1 = — E =~ 4,43

X, = —4,22
b) Dort gilt: g ‘(—2) = 0. Die Tangente hat keinen
Schnittpunkt mit der x-Achse. Newton-Verfahren ist
nicht moglich.

() =3 #0 =2x= %k ist eine Wendestelle.

Losung 11/25:
fl(x) = —%x3 —1,5x% =

2( 1 15)—0
x 3x ,5) =

=>x1 = 0, Xy = _4,5

X x<-45 x=-4,5 -45<x<0 x=0 0<x

f(x) + 0 - 0

f ist streng monoton zunehmend fiir x € ] — o0; —4,5].
f ist streng monoton abnehmend fur x € [—4,5; 4+oo|.

Losung 11/27:
Punkt mit extremaler Steigung: Wendepunkt
1
= — 3 _ 2
f@) = =155 @ = 3022)

, 1
f'x) = —m@xz — 60x)

M) = — -2 (6x — - -
f'x) = 1000(6x 60) =0 =>x=10

Wegen f"'(x) = —53—0 < 0 fir x = 10 ist die
Steigung maximal groR und betragt: f '(10) = 0,3.

Wegen 0,3 > 0,28 darf der Muldenkipper den Hang nicht befahren.



